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Analytische Betrachtung des Quantisierungsfehlers bei
grundlegenden Rechenoperationen der digitalen Signalverarbeitung
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ZusammenfassungBei der Realisierung digitaler Schaltun- gleichen Wortbreite durchgétirt. FPGAs und ASICs da-
gen mit einem ASIC oder FPGA kann die Wortbreite der gegen erlauben es, die einzelnen Berechnungen mit unter-
Berechnungen frei geihlt werden. Um die Blche bzw. die  schiedlichen Wortbreiten durchiikfren. Dabei ist zu be-
berbtigte Hardware zu minimieren, wird versucht, die Be- achten, dass durch geringere Rechengenauigkeit Quantisie-
rechnungen mit minimaler Wortbreite zu implementieren. rungsfehler entstehen. Nun ist die Frage, wie man die Wort-
Dabei muss jedoch das Quantisierungsrauschen, das durdireiten ermitteln kann, bei denen der Quantisierungsfehler
das Besclinken der Wortbreite entsteht, bieksichtigt wer-  tolerabel ist. Es gibt die Kiglichkeit, die Schaltung so aus-
den. Hufig wird hierzu eine worst-case Ab$thung des  zulegen, dass keine Zitzlichen Quantisierungsfehler entste-
Fehlers gemacht oder mit Simulationen die @tgte Wort-  hen. Dies eignet sich allerdings nuirfkleine Schaltungen,
breite bestimmt. Der vorliegende Beitrag betrachtet die Aus-da die Wortbreiten von Berechnung zu Berechnung immer
wirkungen der Quantisierung analytisch. Dabei wird von grof3er werden. Eine weitere ddlichkeit ist die Simulation
gleichverteilten Eingangssignalen ausgegangen. Es wird dader Gesamtschaltung mit verschiedenen internen Wortbrei-
Quantisierungsrauschen in Adgigkeit von der Eingangs- ten, um so die minimalen Wortbreiten zu ermitteli flie

und Ausgangswortbreite bei der Multiplikation und beim der Quantisierungsfehler tolerabel ist. Das Problem dabei ist
Skalarprodukt betrachtet. Die Untersuchungen wurden f die Simulationszeit bei komplexen Schaltungen und die vie-
Runden und ir Abschneiden analytisch durchgbft und  len Quantisierungsiiglichkeiten. Weiter stellt sich &ufig
durch Simulation beétigt. die Frage, ob Runden oder Abschneiden zum Quantisieren
verwendet werden soll. In diesem Beitrag wird der Quan-
tisierungsfehler analytisch betrachtet, um Aussageer die
Auswirkungen der Quantisierung ableiten Zinken und den
Unterschied zwischen Runden und Abschneiden genauer zu

Immer mehr digitale Signalverarbeitungsalgorithmen wer-untersuchen.
den auf Field Programmable Gate Arrays (FPGASs), Applica-
tion Specific Integrated Circuits (ASICs) und Digital Signal
Processors (DSPs) implementiert, dabathst die Komple- 5 Grundlagen zur Quantisierung
xitat der Algorithmen in gleichem Maf3e wie die Komplé&kit
der Bausteine. FPGAs und ASICs haben gédpen DSPs
den Vorteil, dass die Genauigkeit der internen Berechnun
beliebig gevahlt werden kann. Um Hardware (HW) Kapa-
zitat, Configurable Logic Blocks (CLBs) beim FPGA oder
Flache beim ASIC zu sparen, sollten die Wortbreiten der in-
ternen Berechnungendglichst klein gevihlt werden. Ein
weiterer Vorteil kleinerer Wortbreiten sind auch einghlb-
re maximale Taktfrequenz und ein geringerer Leistungsver
brauch.

Zunachst gibt es zwei grundizliche Miglichkeiten, die
Wortbreiten der einzelnen Berechnungen zahien: Al-

1 Einleitung

Im folgenden werden die zweiaggigsten Methoden der
gbuantisierung (Abschneiden und Runden) betrachtet. Die
Schrittweite des Quantisierers sai. Beim Abschneiden
wird dem Eingangswert dasiohstkleinere ganzzahlige Viel-
fache vonA zugewiesen. Ist der Eingangswert bereits ein
ganzzahliges Vielfaches von, so wird dieser Wert zuge-
wiesen. Er Zweierkomplementzahlen (K2-Zahlen) bedeutet
'dies nichts anderes, als dass alle Stellen nach der letzten Stel-
le, die behalten werden soll, weggelassen werden.

Beim Runden wird dem Eingangswert daéchstliegen-
le internen Wortbreiten sind gleich, oder die Wortbreiten de gaqzzahhge Vlgzlfache vcm"zugeW|esen. Ist'der Absta}nd

zum riachsten kleineren und @Beren Wert gleich, so wird

der einzelnen Berechnungen sind unterschiedlich. Bei ei ie Zahl wie beim kaufrannischen Runden demégieren
nem DSP werden z.B. alle internen Berechnungen mit deev : : N ;

9 ert zugewiesen. Dies bedeutét Runden bei K2-Zahlen,
Correspondence td. Schlecker dass zuerst an der Stelle hinter der letzten Stelle eine Eins

(wolfgang.schlecker@e-technik.uni-ulm.de) addiert wird und danach abgeschnitten wird.
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Abbildung 1. Quantisierungsmodell.
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(a) (b) Dieses Modell fir den Quantisierungsfehler trifft nur zu,

wenn viele Stellen abgeschnitten oder gerundet werden. Han-
delt es sich um nur wenige Stellen, so ist dieses Fehlermodell
ungenau. Br genauere statistische Werte des Fehlers wer-
den alle Mdglichkeiten (in diesem Fall endlich viele) gleich-
wahrscheinlich angenommen. Der Mittelwert berechnet sich
In der Literatur OQppenheim and Schafet999 ist fol- aus der Summe aIIertngichgh gbge;chnittenen V\/_erte di-
gendes statistisches Modelirfdie Quantisierung zu finden vidiert durch die Anzahl der Kiglichkeiten Constantinides

(siehe Abbildundl): Die Quantisierung wird ersetzt durch et al, 1999. Fur eine Quantisierung von Bl Ngchkomma-
die Addition des Quantisierungsfehlers-%—x. Dabei ist stellen auf B2 Nachkommmastellen wird der Mittelwert des

x das kontinuierliche Eingangssignal ufiddas quantisier- Quantisierungsfehlers wie folgt berechneir Rbschneiden:

Abbildung 2. Verteilungsdichtefunktion des Quantisierungsfehlers
(a) beim Abschneidelb) beim Runden.

te Ausgangssignal. ,B1-B2
Far den Quantisierungsfehler gelten dabei folgende stati-,, — 2@?&32 Z jo-Bl _ _%(2432 _ 27B1, @
stische Annahmen: =0
— Der Fehler[n] ist die Abtastfolge eines statiaren Zu- fur Runden:
fallsprozesses. B 1
) _ _ _ He = 5182 Z (2Bt —27Bh = —52782 (2
— Der Fehlere[n] ist unkorreliert mit dem Signal[n]. i=0

Die Varianz wird analog dazuif Abschneiden und Runden

— Der Fehlerprozessatst sich als weiRes Rauschen be- ,
gesnmmt:

schreiben, d.h. die Zufallsvariablen des Fehlerprozesse
sind unkorreliert. 1
0,2 — 1_2(2—252 _ 2—281) (3)

e

— Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion des Fehlers ist

gleichverteiltilber den Bereich des Quantisierungsfeh- Mit Hilfe dit_eser staﬁstis_chen Werte kann_ glas Signal-
lers (Abbildung2a und b). zu-Rauschleistungsveitinis (SNR) des Quantisierungsrau-

schens berechnet werden. Das SNR ergibt sich aus dem
Verhaltnis von quadratischen Mittelwert des Signals zu dem
gquadratischen Mittelwert des Quantisierungsfehl&isaf-
jmugan and BreipohlL990:

Natirlich kann man nicht bei jedem Signal davon ausge-
hen, dass diese vereinfachenden Annahnienién Quanti-
sierungsfehler auch gelten. Es kann allerdings gezeigt we
den, dass sie zutreffen, sobald das Signal {jgend kom-
plex“ ist, d.h. sobald das Signal von Abtastwert zu Abtast-SNR = 5 >
wert mehrere Quantisierungsstuf@erstreichtQppenheim He2 we +o¢
and Schafer1999. Mit dieser vereinfachten Modellannah-
me fur den Quantisierungsfehler kann nun die Fehlerfort-4 Quantisierung bei der Multiplikation

pflanzung bei einfachen Rechenoperation&hnen betrachtet

werden. Ausgehend von der Gleichverteilung des Quantisiemit dem Quantisierungmodell aus dem vorhergehenden Ab-
rungsfehlers ist der Mittelweyt,=— 45 fir Abschneidenund  schnitt werden nun die Auswirkungen der Quantisierung
=0 fir Runden und die VarianaezlizA2 fur Abschnei-  bei der Multiplikation untersucht. Im Gegensatz zu den
den und @ir Runden. Multiplikationen bzw. Skalierungen in linearen Systemen

2 2
Isigz  Msig T 05,

(4)
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wollen wir das Produkt von zwei unaldhgigen Zufallszah-

len, eine nichtlineare Funktion, betrachten. Wir gehen von
zwei Zufallszahlen aus, die quantisiert werden, und anschlie-

Rend multipliziert werden. Das Produkt dieser Zahlen wird
wiederum quantisiert (siehe Abbildur). Betrachten wir
zuréchst nur die Quantisierungen vor der Multiplikation und

die Auswirkungen der Quantisierungsfehler auf das Produkt.

x1 und x2 sind unsere Zufallsgfien,e1 und e, sei der je-
weilige Quantisierungsfehlef, das Produkt der quantisier-
ten Zufallszahlen:

¥ = (x1+e1)-(x2+e2) = x1-x2+x1-e2+x2-e1+e1-€2(5)
Daraus ergibt sich ein Quantisierungsfehler von:
(6)

Den Mittelwert bzw. quadratischen Mittelwert eines Pro-
dukts erfalt man, indem die Mittelwerte bzw. die quadrati-
schen Mittelwerte der Faktoren multipliziert werddBe(-
chelt 1995. Damit ergibt sich ein Mittelwert des Fehlers
von:

y—y=x1-e2+x2-e1+e1-e2

Memult = Mxl - Me2 + Ux2 * Mel T+ el * He2 (7)
und ein quadratischer Mittelwert von:

Mo muli2=Hy12 IU“e22+H’x22 ' Melz—i_:uelz : H’622+

2. (/fol'I/Lx2'//«el'Me2+l/«xl'Mel'ﬂ§2+ﬂx2'ﬂsl'MeZ) (8)

Wird die Quantisierung nach der Multiplikation mit lek-
sichtigt, so erhlt man folgenden Mittelwert und quadrati-
schen Mittelwert éir den Gesamtfehler:

He,ges = Mxl - Me2 T Ux2 * Lel T Mel - Le2 + Heg (9)
Mo mulr2 = Myx12 = M2 + o2 - p12 + [e12 = g2 + Heg2

2. (le “MUx2c Mel t He2 + MUxlc Mel ,U«Ez + px2- Mgl * He2

Mxl - Me2 - Heqg + MUx2 - el - feg + el = e - Meq) ., (10)

wobei ¢, die Quantisierung nach der Multiplikation be-
schreibt. Im folgenden @&ahlen wir {ir die Eingangssigna-
le mittelwertfreie, gleichverteilte Zufallszahlen. Damit ergibt
sich ein SNR von:

Hx12 * My12
My12 - Mep2 + [hyp2 - 12 F Me12 - Mep2 + Mg

SNR=

(11)

In Abbildung 4 ist das berechnete SNR durch den Quan-
tisierungsfehler aufgetragdrer der Wortbreite der Quan-
tisierung nach der Multiplikation. Die Eingangswerte sind
gleichverteilt im Intervall }1;1[ und werden vor der Multi-
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Abbildung 4. SNR iber Wortbreite am Ausgandgjif Abschneiden
und fur Runden (Eingang jeweils auf BE Nachkommastellen gerun-
det).

durch Runden aui Bit ersetzen durch aufwandégstigeres
Abschneiden aui+1 Bit und erfalt dasselbe SNR.

Weiter kann man in Abbildung erkennen, dass das SNR
in eine Sttigung geht. Eine Edhung der Wortbreite am
Quantisierer nach der Multiplikation auf mehr als BE+2
Nachkommastelleriif Runden bzw. BE+3 Bitifr Abschnei-
den bringt keine signifikante Verbesserung des SNR. Dieser
Umstand &sst sich bei anderen Eingangswortbreiten eben-
falls beobachten. Ist die Wortbreite nach der Multiplikation
bei Runden 2, bei Abschneiden 3 Bitdger als die Eingangs-
wortbreite, so eréilt man durch weitere Eidhung der Wort-
breite nur einen minimalen SNR-Gewinn.

4 Quantisierung beim Skalarprodukt

Nachdem die Auswirkung der Quantisierung bei der Multi-
plikation betrachtet wurde, wollen wir nun die Auswirkun-
gen bei dem Skalarprodukt von 2 Zufallsvektoren untersu-
chen. Dabei wurde von einer Quantisierung der Eingangs-
vektoren und einer Quantisierung nach der Multiplikation
ausgegangen. Diese Werte werden dann addiert, wobei keine
weitere Quantisierung stattfindet.

In Abbildung5a ist das SNR aufgetragéier der lange
des Skalarprodukts. Dabei wurden die Zufallsvektoren vor
der Multiplikation auf 12 Bit gerundet. Nach der Multiplika-
tion wurde auf BA (BA von 11 bis 15) Nachkommastellen

plikation auf BE Nachkommastellen gerundet. Simulationenabgeschnitten. Man erkennt, dass das SNRaabigy ist von
derselben Konstellationen ergeben dieselbe Kurve, sofern dider Langern des Skalarprodukts. Werden dieselben Berech-

Eingangswortbreiten nicht zu klein géit werden &5 Bit).

nungen @ir Runden durchgéhrt, so ist das SNR unabhgig

In diesem Diagramm erkennt man, dass wenn die Ausgangs/onn (siehe Abbildungb). Der Grund fir die Abhangigkeit
wortbreite kleiner ist als die Eingangswortbreite, das SNRdes SNR vom: ist der Mittelwert des Quantisierungsfehlers,

fur Runden 6 dB besser ist algrfAbschneiden; weiter gilt
in diesem Bereich, dassif jedes weitere Bit das SNR um

der beim Abschneiden ungleich Null ist. Dieser Mittelwert
des Fehlers addiert sich auf und bewirkt eine Verschlechte-

6 dB besser wird. Das heifdt, man kann eine Quantisierungung des SNR.
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Abbildung 6. SNR des komplexen Skalarproduk#g Realteil,(b) Imagirarteil.

Nun soll die Auswirkungen der Quantisierung beim kom- & = Z

plexen Skalarprodukt betrachtet werden. In Abbildénigt

[xg - y3lo + Z [x3 - yalo (13)

n

das SNR ifir ein komplexes Skalarprodukt bei Verwendung

von Abschneidenifr die Quantisierung nach der Multiplika-
tion aufgetrageriiber der langen. Dabei ist in Abbildung
6a das SNR des Realteils und in Abbildublgdas SNR des

Imaginarteils dargestellt. Wie man sieht, ist beim Realteil das

SNR unabBngig von der Bnge des Skalarproduktes, ob-
wohl abgeschnitten wurde. Das SNR des Imagdigils da-
gegen ist ablingig von der Bnge des Skalarprodukts. Der
Grund daifir wird ersichtlich, wenn man die Berechnung de
Realteils und Imagiarteils beim Skalarprodukt genauer be-
trachtet [ ] steht fir die Quantisierung nach der Multipli-
kation):

R = Z [xgt - yotlo — Z [x3 - ¥alo (12)

Fur den Realteil werden zwei Summen subtrahiert, deshalb
subtrahieren sich auch die Mittelwerte der Fehler und der re-
sultierende Mittelwert ist Null. Bei der Imaganteilberech-
nung addieren sich die Mittelwerte und deshalb ist der re-
sultierende Mittelwert ungleich Null und verschlechtert das
SNR. Um dies zu umgehen, gibt es mehreréglithkeiten.
Eine Moglichkeit ist, anstatt abzuschneiden nach der Multi-

s plikation zu runden. Dazu @isste nach jeder Multiplikation

gerundet werden (insgesamt2nal). Eine andere Figlich-
keit ware, einen Faktor in einer Summe zu negieren und an-
schlieRend die Summe zu subtrahieren anstatt zu addieren.

X = Z [xg - yalo— Z [—x3 - ynlo
n

n

(14)
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Dafir sind insgesamt Negationen erforderlich und maner- 5 Zusammenfassung
reicht damit dasselbe SNR wiarfden Realteil bzw. wielfr _ _ _ _
Runden. Die fir manche Realisierungen einfachste Metho- In dem vorliegenden Beitrag wurden die Auswirkungen von

de ist das Addieren eines Offsets, der genau dem negativeRuantisierung vor und nach der Multiplikation von zwei Zu-
Mittelwert des Fehlers des Imagjirteils entspricht. fallszahlen untersucht. Weiter wurde das SNRR das reel-

le Skalarprodukt von zwei ZufallsvektoreéirfRunden und

3= Z [x9i - yalo + Z [x3 - yaulp+2-n-(—pe)  (15)  Abschneiden berechnetiiFden Imagidrteil des komplexen
n n Skalarprodukts ergab sich bei Abschneiden nach den Multi-

Diese Methode kann mit nur einer Atslichen Addition  plikationen eine Verschlechterung des SNR in Abgigkeit

ausgefihrt werden und erreicht dasselbe SNR wie Rundenyon der Llange. Der Grund hieiif ist hauptéchlich der Mit-
Beim Runden \irde nach jeder Multiplikation der Wert telwert des Fehlers, der ungleich Null ist. Um diesen Effekt

2-B2-1 (dies entspricht einer Eins an der ersten Stellen hin-auszugleichen und dasselbe SNR viieRunden, allerdings
ter der B2ten Stelle) addiert und danach auf B2 Stellen abmit weniger HW Aufwand zu erhalten, wurden verschiedene
geschnitten. Die Summe dieser Einzeladditionen entsprichMoglichkeiten vorgestelit.

ungefihr dem Wert, der in Gleichund %) addiert wird. All-
gemein kann gesagt werden, dass der Fehler von Rundeﬂteratur
und Abschneiden sich lediglich im Mittelwert unterschei-

det. Beim Runden ist der Mittelwert Null, beim Abschneiden ggjcnelt F: Stochastikii Ingenieure, B. G. Teubner, Stuttgart,
nicht. Werden nach der Quantisierung nur lineare Berech- 1995,

nungen wie in Gleichung16) durchgeiihrt, so kann der Constantinides, G. A., Cheung, P. Y. K., and Luk, W.: Truncation
Mittelwert des Fehlers am Ausgang des Systems ausgegli- noise in fixed-point SFGs, IEE Electronics Letters, 35, 2012—
chen werden (sofern das System bekannt ist). Werden jedoch 2014, 1999.

nichtlineare Berechnungen durchikeft, so ist es notwen- Oppenheim, A. V. and Schafer, R. W.: Zeitdiskrete Signalverarbei-
dig, den Mittelwert zuvor durch die Addition des negativen  tung, vol. 3, R. Oldenburg Verlag, Rosenheimerstrale 145, D-
Mittelwertes auszugleichen, da sich der statistische Mittel- 71671 Minchen, 1999. _ _
wert durch die nichtlineare Operationen sich auf die VarianzShanmugan, K. S. and Breipohl, A. B.: Random Singals; Detection,

auswirken kann und nicht mehr neutralisiert werden kann. E;ggmnon and Data Analysis, John Wiley & Sons, New York,



